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Se hace una presentacién elemental de la transformaciéon de Darboux en mecanica
cuéntica no-relativista. Tal transformacién representa la técnica matemética més
sencilla para disefiar (manipular) cierto tipo de espectros cudnticos dentro de la asi
llamada ingenieria espectral.

1. Introduccién.

Los potenciales exactamente solubles, que poseen expresiones explicitas para los
eigenvalores y la base de eigenvectores del Hamiltoniano, han proporcionado modelos
muy utiles en situaciones fisicas diversas. Lo anterior ha justificado la busqueda recurren-
te de ese tipo de potenciales. En esa direcciéon el acercamiento estandard, en donde dado
el Hamiltoniano uno busca el espectro correspondiente, parece en esencia agotado. La
alternativa natural consiste en tratar de encontrar potenciales solubles mediante el acer-
camiento inverso en donde se busca el (los) Hamiltoniano (s) que tienen un espectro dado;
esta idea sera llamada disefio espectral. Un modo de abordar este problema consiste en
generar mediante técnicas sencillas potenciales solubles que tengan parametros relaciona-
dos con el espectro. Si al variar dichos pardmetros no destruimos la naturaleza soluble
del potencial, estaremos manipulando ingeniosamente el espectro, lo que nos proveerd de
una herramienta poderosa en lo que podria llamarse también ingenieria espectral.

La técnica no trivial mas simple para disenar espectros cuanticos es conocida como
transformacién de Darboux, la cual mapea soluciones de una ecuacién diferencial de
segundo orden en las de otra ecuacion diferencial cuya forma es similar a la inicial. La
implementacion de tal transformacion esta contenido en el siguiente teorema.

Teorema. Consideremos la ecuacion tipo Sturm-Liouville
—U" + ug(z)¥ = \U. (1)
Sean W), y ¥ soluciones de (1) para A\ = A; fija y A # \; arbitraria respectivamente.

Por tanto, ¥ = (-4 i—il)qj = W(¥,0y,)/Ty, con W(T,¥,) =00, — VT, es
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solucion de la ecuacion diferencial
—0W" 4oy (2) T = g (2)

en donde u;(z) = ug(x) — 2[ln ¥,,]".

2. Entrelazamiento de primer orden.

Trabajos recientes muestran que la transformacién de Darboux es equivalente al
entrelazamiento de primer orden. En este método uno supone que tres operadores H),



H, y Al satisfacen la siguiente relacién de entrelazamiento (intercambio) operatorial:

H Al = AlH,, (3)
Hi=-1% 4+ V(r), i=1,2, (4)
Al=F &+ o). (5)

Usando la identidad operatorial L f(z) = f(z)X + f/(z), en cada sumando de (3) se
puede mover % a la derecha e igualar los coeficientes de sus potencias iguales a ambos
lados de la ecuacién resultante, lo cual conduce a:

—301(z) + Vi(@)au(z) = =Vj(2) + 01 (2) Vo (@), (6)
Vi(z) = Vo(z) — 0 (2). (7)

Sustituyendo Vi (z) de (7) en (6) e integrando se obtiene la ecuacién de Riccati siguiente:
o (z,€) + a(z,€) = 2[Vo(z) — €], (8)
La constante € es conocida como energia de factorizacion ya que:
Hy=A Al +¢, H =AlA +e (9)

Su valor es crucial para generar potenciales solubles, como es claro de suponer que
ai(z,€) = In O (2)] = O (z) o exp(J7 a1 (y, €)dy), lo cual conduce a:

10O (z)

2 a7 @Y @)= (@) (10)

Holbgo) (z) =
Notemos que:

e A diferencia de las eigenfunciones de Hy, (%) (x) no necesita ser normalizable.

e No obstante, ¥{)(z) no debe tener ceros para evitar singularidades en V;(z).

En torno a los ceros de 1 (x), se sabe que cuando ¢ > FEj,, donde Ej es la energia
del estado base de Hp, las funciones 1) (z) siempre tendran ceros. Esto las excluye
en principio como candidatos para generar potenciales apropiados (sin singularidades
adicionales a las de Vj(z)). Sin embargo, cuando e < FEjy es posible que la solucién (%) (x)
a (10) no tenga ceros (mediante el ajuste del par de constantes arbitrarias de la solucién
general correspondiente). Ademads, un manejo adecuado de las soluciones con ceros (para
ambos casos € < Ey y € > Fj) puede conducir a potenciales apropiados cuando se itera

la técnica de entrelazamiento (3).

Por simplicidad supondremos desde ahora que ¢ < Ej y que hemos seleccionado
soluciones ¥(%(z) a (10) sin ceros en R. De la relacién de entrelazamiento (3) y las
factorizaciones en (9) se pueden encontrar las eigenfunciones y eigenvalores de H;. De-
notemos FE, y wflo) (x), n=0,1,... los eigenvalores y eigenfunciones normalizadas de H.
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Por tanto, ¥{V(z) = Al (2)/v/E, —e,n=0,1,... son eigenfunciones normalizadas de
H, con eigenvalores E,,. Como {1 (z),n =0,1,...} es base en L?(R), surge la pregunta
de si {yV(x),n = 0,1,...} es también base en L?(R). Para responderlo, busquemos
funciones normalizables (") (x) ortogonales a cualesquiera de los 1" (), es decir:

0= (D, M) o (¥, Aly®) = (A, )
= Ay = 0= YO (z) o exp(— f§ @iy, €)dy) o< 1/ (x).

Por tanto, si ¥)(!)(z) oc 1/9%) () es normalizable, se debe anexar al conjunto {1} (), n =
0,1,...} para formar una nueva base de L?(R). Notemos ademés que de (9):

HiyM(2) = e (). (11)
Asi, las principales conclusiones de esta seccién son:

e Si () oc 1/ () es normalizable, el conjunto {1/ (), vV (z),n =0,1,...} es
un conjunto completo de eigenfunciones de H; con eigenvalores {¢, F, }, es decir, es
una nueva base de L*(R) .

e Partiendo de un potencial exactamente soluble, lo que hay que resolver a fin de
cuentas es la ecuacién de Riccati (8) o su contraparte de segundo orden (10) para
algin (o un continuo de) valor (es) € < Ej.

Notemos que el diseno espectral requiere de mayor libertad para modificar espec-
tros cuanticos que la conseguida hasta ahora con el entrelazamiento de primer orden.
Como veremos a continuacion, un avance en esta direccién se puede conseguir mediante
iteraciones del entrelazamiento de primer orden.

3. Entrelazamiento de orden superior.

El entrelazamiento de orden superior, en el que el operador que entrelaza a un
Hamiltoniano inicial conocido con un Hamiltoniano final mediante un operador diferencial
de orden mayor que 1, se puede lograr iterando el entrelazamiento de primer orden de la
seccién previa. Asi, denotemos H;,7 = 1,2, ... a los Hamiltonianos generados a partir de
Hy,y A;r a los operadores que entrelazan al par H;, H; 1 en el 1-ésimo paso:

HAl = AlH,_ |, (12)
H=-1L 4+ V() (13)
Al= 2L (-4 + oz, ) - (14)
De acuerdo a la seccién previa, o;(z,¢;) debe satisfacer la ecuacién de Riccati:
oz, €6) +ai(z,e) =2[Viei(z) — ¢ - (15)

El potencial V;(z) se determina al conocer V;_;(z) y la solucién de (15):

Vi(z) = Viai(z) - dj(z, &) (16)
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Un resultado crucial es que tal soluciéon se determina algebraicamente mediante las dos
soluciones de la ecuacién correspondiente al (i —1)-ésimo paso asociadas a las dos energias
de factorizacion €;_1, €;:

€i-1— €
a;(z,€) = —a;—1 (T, €-1) — 20@-1(% EZ;) — o;-)_l(ac, e (17)
Al aplicar recursivamente esta formula llegamos a las siguientes conclusiones:
e a;(x,¢;) se obtiene de las i soluciones a;(z,€;),k =1,...,i de la ecuacién inicial:
o (z, e) + 2(z,6,) =2 [Vo(z) — €] - (18)
e El espectro de los potenciales V;(x) consiste de los niveles E,,n = 0,1,... de Vy(x)
mas ¢ niveles adicionales €;,k = 1, ..., colocados por simplicidad debajo de Ej.
e El operador ‘efectivo’ que entrelaza a H, y H; viene dado por A" = A;-' - -AI.
Notemos que el potencial después de dos iteraciones adquiere la forma simple:
'
Va(e) = Vile) — ah(a,e2) = Vo) + | — 2= ) (19)

651 (l', 61) — 0 (% 62)

Ilustremos ahora estos resultados generales mediante el caso disponible més simple.

4. Particula libre.

Sea una particula libre de fuerzas, es decir, tomemos Vy(z) = 0. El espectro de este
potencial consiste del semieje positivo F > 0. Resolvamos ahora la ecuacion de Riccati
(8) o su contraparte de segundo orden (10):

(0)
T | e (w) =0 (20)

De acuerdo al tipo de solucion general, distinguimos tres casos fisicamente diferentes.

i) Energia de factorizacién positiva (e > 0). La solucién general a (20) es de la forma:
YO (x) = psin v2ex + v cos V2. (21)

En cuanto al entrelazamiento de primer orden, Vi(z) = —[In¥(®?(z)]” no debe tener
singularidades en R por lo que p y v deben ajustarse para que wgo) (x) no tenga ceros. Ya
que € > 0, 19 (z) siempre tendr4 ceros (tan/2e x = —v/p tendrd soluciones sin importar
los valores de u y v). Debido a ésto, la solucién (21) queda excluida.

ii) Energia de factorizacién nula (e = 0). La solucién general a (20) es ahora:
v (@) = px +v. (22)
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Ya que O (—v/p) = 0, u # 0, esta solucién queda también excluida porque o induce
singularidades en V;(z) para u # 0 o conduce nuevamente al potencial inicial V;(z) = 0
para p = 0.

i4) Energia de factorizacién negativa (e < 0). La solucién general a (20) es:

YO (@) = eV % 4 ye VS, (23)

Como ) (x) no debe tener ceros, pidamos que ¥{?(z) > 0 para z € R. Ya que la
funcién clave es a;(z,€¢) = [Iny©)(x)]', el pardmetro importante es v/u o su inverso,
por lo que haremos p = 1. Asintéticamente, cuando x — —oc tenemos que %0 (z) ~
vexp(—v/—2¢x) = v > 0. Por otro lado, ¥ (z) ~ exp(v/—2¢x) cuando z — oo, lo
cual es siempre positivo. Podemos por tanto hacer v = 2V~ 2¢%o y al despreciar una
constante multiplicativa en (23) que no afecta los resultados fisicos obtenemos la férmula
alternativa:

Y9 (x) = cosh [\/——26(33 - xo)] . (24)

Esta solucién garantiza que V;(z) no tiene singularidades:

Vi(z)=— [ln PO (x)]”: 2¢ sech? [\/—Qe(x — xo)] : (25)
Este es el potencial de Pdschl-Teller con un estado ligado de energia ¢ y funcién de onda:
Y () o< 1/ (z) = sech [\/—26(95 - xo)] : (26)

Notar que Vi(x) tiene dos pardmetros libres (zo y €); para el disefio espectral importa
principalmente € ya que cambios en éste modifican el espectro de V;(z) mientras que los
cambios de ¢ no afectan el espectro. Un ejemplo simple de ingenieria espectral se ilustra
en la figura 1 mediante una grafica de V;(z) para diversos valores de € y x con 2o = 0.

La solucién con ceros resultante de considerar (23) con p = 1,v < 0, si se toma
v=—eV2km y se desprecia nuevamente un factor constante se expresa como:

Y (z) = sinh [v/=2¢(z — 11)| . (27)

Como ahora veremos, esta solucién viene a ser importante para el entrelazamiento de
orden superior. Consideremos dos iteraciones del caso de primer orden y restrinjaimonos
a € < 0. En términos de dos soluciones a (20) el potencial V3(x) viene a ser:

2(ey — €)Y (z) Q) (x)]’
W12 .

Va(r) = [ (28)

Para evitar singularidades en Va(z), el Wronskiano de {9 (z) y 9{9)(z) es ahora quien no
debe tener ceros:

Wiz = 9O (@) B0 @) - Q@D @)] = d(e*” = vivae™) + s(mre™ — voe™™), (29)



en donde hemos usado atin la expresién (23) para ¢(%) (z) con pu; = po = 1y s = \/—2€; +
V—2€9, d = \/—2€9 —+/—2¢;. Pidamos que W15 > 0 y supongamos que €3 < ¢; < 0 = s >
0,d > 0. Asintéticamente, cuando z — oo resulta que Wiy & (de®* + Slxled’”) =1 > 0.
Por otro lado, cuando x — —oo tenemos que Wig & —us(dvie s + se*dw) = vy < 0. En
resumen, si € < €; < 0, para evitar singularidades en V5(x) se debe cumplir que v; > 0y
vy < 0, es decir, se debe emplear una solucion wg’) sin ceros y una 1/J§2) con ceros. Usando
(24) y (27) para %@ y 49 respectivamente llegamos a una expresién compacta para
Va(x):

Valz) = 2(€; — €3)[ersech?/=2€; (z — o) + excsch? /=263 (z — 21)] (30)
[v/—ertanhy/—2¢; (x — zg) — /—€zcothy/—265(x — 21)]?
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Fig.1: Ingenieria espectral resultante de manipular la posicién del estado base de Vi(z) con zo = 0 sin destruir la
solubilidad del potencial .

Este potencial tiene cuatro parametros libres, las posiciones xq y 1 de los centros de
las dos 9’s que son poco importantes para la ingenieria espectral y los dos nuevos niveles
€2 < €1 < 0 que son muy importantes desde esa perspectiva. Un ejemplo de ingenieria
espectral se ilustra en la figura 2 mediante una grafica de V5(x) como funcién de = y €5 para
€1 = —1/2y zy = 1 = 0. Notar la simetria respecto a x = 0, es decir, Vo(—z) = Va(x).

x
Un caso no simétrico se ilustra en la figura 3 para ¢, = —1/2, 2y =0, 21 = 1 y el nivel
€5 del estado base variable.

Notemos que en los ejemplos de las figuras (1-3) el mecanismo fisico es el mismo:
mover controladamente el nivel del estado base del potencial en turno para no destruir su
solubilidad. Un mecanismo fisico diferente lo proporciona V,(z): ya que €; puede tomar
valores continuos, mantengamos fijo el estado base € de V2(x) y movamos el nivel ¢; del

primer estado excitado respetando que e; < €; < 0. Este tipo de ingenieria espectral se
ilustra en la figura 4 (caso simétrico) para e; = =2y g = z; = 0.
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Fig.4: Ingenierfa espectral sobre Va(z) (caso simétrico) con e = —2 y o = x1 = 0 en donde el nivel del primer

estado excitado se mueve sin destruir la solubilidad de Va(z).

5. Conclusiones.

Hemos visto que el entrelazamiento de primer orden proporciona una herramienta
poderosa para la ingenieria (disefio) de espectros en mecdanica cudntica no-relativista. Esta
transformacién es 1til tanto si se aplica directamente, para generar potenciales solubles
cuyos espectros poseen un nivel adicional a los del potencial inicial, como si se itera para
generar potenciales solubles que tienen un niimero finito de nuevos niveles adicionales a los
del potencial inicial. Es importante notar que las posibilidades de manipulacién espectral
pueden incrementarse si se combinan cierto tipo de transformaciones unitarias, que por
si solas no producen modificaciones a los espectros, con las técnicas de entrelazamiento
discutidas en este trabajo (ver el trabajo reciente de Ferniandez y Rosu).
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